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9 Klassinen ideaalikaasu

9-1 Klassisen ideaalikaasun partitiofunktio

Ideaalikaasu on reaalikaasun idealisaatio, jossa molekyylien viliset keskimaaraiset etaisyy-
det oletetaan hyvin suuriksi molekyylien kokoon verrattuna. Talloin molekyylien valiset
pitkén kantaman vetovoimat (jotka heikkenevat molekyylien vilisen etdisyyden r kasvaessa
kuten 1/77, 1/r® jne.) ovat merkityksettomin pienid. Molekyylien vilinen vuorovaikutus
on voimakasta ainoastaan niiden tormatessa toisiinsa, mutta kullakin ajan hetkella vain hy-
vin pieni osa molekyyleista osallistuu tormayksiin. Ideaalikaasun molekyylien valisen vuo-
rovaikutuksen potentiaalienergia on siis keskimaarin haviavan pieni niiden liike-energiaan
verrattuna. Voidaan sanoa, etta ideaalikaasu on vuorovaikuttamattomien hiukkasten muo-
dostama systeemi.

Jos hiukkasten valinen vuorovaikutusenergia on nolla, jokainen hiukkanen on omassa kvant-
titilassaan, joka on joku tiloista 1,2,...,r,.... Tallaisia yhden molekyylin tiloja sanotaan
yksihiukkastiloiksi (engl. single-particle state). Tilassa r olevan molekyylin energia (yksi-
hiukkasenergia) on €., ja tilojen numerointi voidaan valita siten, ettd energia kasvaa r:n
kasvaessa:

<< <6 <---. (9.1)

Yleensa samaan yksihiukkasenergiaan kuuluu useita yksihiukkastiloja, ts., monilla tiloilla
on sama energia.

Hiukkasten muodostaman systeemin kokonaisenergia on yksittaisten hiukkasten energioi-
den summa. Jos yksihiukkastilassa 1 on n; hiukkasta (joiden energiat ovat €;), yksihiuk-
kastilassa 2 on nsy hiukkasta (joiden energiat ovat e3), jne., kokonaisenergia on

E(ni,ng,...,np,...) =n1€1 + noég + ... = aner, (9.2)

missd summataan yli kaikkien yksihiukkastilojen. Systeemin tila spesifioidaan siis an-
tamalla kussakin yksihiukkastilassa r olevien hiukkasten lukumaarat n,, joita sanotaan
yksihiukkastilojen miehitysluvuiksi (engl. occupation number). Jos hiukkasia on yhteensé
N kpl, miehityslukujen summan taytyy olla N:

> n,=N. (9.3)

On syyta korostaa, etta yksihiukkastila ja koko systeemin tila ovat aivan eri asioita. Yhden
molekyylin tila spesifioidaan antamalla yksihiukkastilan indeksi r, mutta ko. molekyyleista
muodostuvan kaasun tila spesifioidaan antamalla kaikki miehitysluvut (nq, ng,ns,...).
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Seuraavassa tarkastellaan N:n vuorovaikuttamattoman molekyylin muodostamaa ideaali-
kaasua, jonka lampotila on 71" ja tilavuus on V. Pyrkimyksena on johtaa kaasun partitio-
funktion Z(T,V, N) lauseke, silla systeemin kaikki termodynaamiset tasapaino-ominaisuu-
det voidaan laskea sen avulla.

Jos kaasussa olisi vain yksi molekyyli (N = 1), systeemin tilat olisivat yksihiukkastiloja
1,2,3,...,r,... jasen energiat olisivat yksihiukkasenergioita €y, €o, ..., €., .... Talloin kaa-
sun partitiofunktio olisi sama kuin yksihiukkaspartitiofunktio Z1, joka voidaan laskea suo-
raan maaritelmén (4.25) avulla:

Z\(T,V) = Z(T,V,1) Z e~ Per, (9.4)

Jos kaasu muodostuu kahdesta molekyylistéa, systeemin tila voidaan spesifioida antamalla
kummankin molekyylin yksihiukkastila, ts. kaksi indeksid. Jos toinen molekyyli on yksi-
hiukkastilassa r ja toinen on yksihiukkastilassa s, systeemin tila spesifioidaan indeksiparilla
(r,s). Jos kumpikin molekyyli voi olla toisesta riippumatta missé tahansa yksihiukkas-
tilassa, systeemin mahdolliset tilat ovat (r,s) = (1,1),(1,2),(1,3),..., (2,2),(2,3),....
Naita tiloja vastaavat systeemin energiat ovat €, + €,. Tassa tapauksessa summaus yli
systeemin kaikkien tilojen merkitsee rajoitettua kaksinkertaista summausta yli kaikkien
yksihiukkastilojen, joten kaasun partitiofunktioksi tulee

Z(T,V,2) =) Y e flertes), (9.5)

r o s>r

Kuten yhtéloon (9.5) on merkitty, summaa laskettaessa indeksit r ja s eivét ole tdysin
riippumattomia toisistaan. Indeksi r saa kaikki arvot 1:std lahtien (r = 1,2,3,...), mutta
indeksin s ensimmaéinen arvo on r (s = r,r + 1,7+ 2,...). Téstd seuraa, ettd summassa
esiintyvét vain indeksiparit (r,s) = (1,1),(1,2),(1,3),..., (2,2),(2,3),.... Siind ewdt
esiinny indeksiparit (r, s) = (2,1), (3,1), (3,2), ..., jotka saadaan edella luetelluista pareista
vaihtamalla indeksien jarjestysta.

Tamé rajoitus johtuu molekyylien identtisyydestd. Esimerkiksi systeemin tila (1,2) mer-
kitsee sita, etta toinen molekyyli on yksihiukkastilassa 1 ja toinen on yksihiukkastilassa
2. Jos molekyylit ovat identtisia, on taysin samantekevaa, kumpi molekyyli on tilassa 1
ja kumpi on tilassa 2. Systeemin tila pysyy tdsmalleen samana, jos molekyylit vaihdetaan
keskenédén. Néin ollen systeemin tilaa (1,2) voidaan yhta hyvin kuvata myos indeksiparilla
(2,1). Molemmat parit kuvaavat samaa tilaa. Jos siis indeksit r ja s olisivat partitiofunk-
tiota laskettaessa toisistaan riippumattomia, summassa esiintyisivét indeksiparit (1,2) ja
(2,1), (1,3) ja (3,1) june., joten tilat (r,s), joilla r # s, tulisivat mukaan kahteen kertaan.

Edellé olevasta tarkastelusta seuraa, ettd summan (9.5) termit voidaan ryhmitelld seuraa-

vasti:
Z(T,V,2) Z D e Blerted 4 Z ~2Ber (9.6)

T s#Er

Tamén yhtalon oikean puolen ensimmainen summalauseke muodostuu kaikista niista ter-
meistd, joilla 7 # s. Se on siis summa yli systeemin niiden tilojen (r,s) = (1,2),(2,1),
(1,3),(3,1)..., joissa molekyylit ovat eri yksihiukkastiloissa. T&mé& on ainoa summausta
rajoittava ehto — muuten indeksit r ja s ovat toisistaan rippumattomia. Koska tallaisessa
rajoittamattomassa kaksinkertaisessa summauksessa systeemin jokaisen tilan (7, s) = (s, r)
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antama osuus tulee lasketuksi kahteen kertaan, on summa jaettava 2:1la. Yhtélon (9.6) oi-
kean puolen jalkimmdinen summalauseke muodostuu kaikista muista termeista, joilla siis
r = s. Se on summa yli systeemin niiden tilojen (r,7) = (1,1),(2,2),(3,3),..., joissa
kumpikin molekyyli on samassa yksihiukkastilassa r =1,2,3,....

Jos lampotila on tarpeeksi korkea, hiukkasten kaytettavissa on hyvin suuri joukko yksi-
hiukkastiloja. Tama tarkoittaa sita, ettd hyvin monien yksihiukkastilojen r» Boltzmannin
tekijit exp(—[e,) eroavat merkittdvisti nollasta, joten hiukkaset voivat miehittdd néité
tiloja. Téll6in summaan (9.6) kuuluu hyvin suuri joukko termejé, jotka eroavat mer-
kittavasti nollasta.

Jos kéytettavissd on n yksihiukkastilaa, indeksiparit (r,s) muodostavat n x n-matriisin.
Sen diagonaalilla on n elementtii ja diagonaalin ulkopuolella on n? —n = n(n — 1) ele-
menttid. Néin ollen yhtélon (9.6) oikean puolen ensimméiseen summalausekkeeseen kuuluu
n(n—1)/2 termié (kun tekija 1/2 otetaan huomioon) ja jalkimmaéiseen lausekkeeseen kuu-
luu n termida. Kun n kasvaa, jalkimmaéisen summalausekkeen merkitys vihenee. Esimer-
kiksi tapauksessa n = 100 ensimmaiseen ja jalkimmaiseen summalausekkeeseen kuuluu
4950 ja 100 termid (98 % ja 2 % termeistd), ja tapauksessa n = 1000 ensimméiseen ja
jalkimmaiseen lausekkeeseen kuuluu 499500 ja 1000 termié (99,8 % ja 0,2 % termeista).
Rajalla n — oo jalkimmainen summalauseke voidaan jattaa kokonaan huomiotta. Talloin
my6s ensimmaisen summalausekkeen rajoitus r # s voidaan jattad pois. Téstd rajoi-
tuksesta luopuminen merkitsee sita, ettd summaan tulee mukaan n uutta termia, joilla
indeksit r ja s ovat samat (ja jotka jaetaan 2:1la). Kun n — oo, néilld n:114 termilla ei ole
mitddn merkitystd summalausekkeen n(n — 1)/2:n muun termin joukossa.

Jos siis hiukkasten kaytettavissa olevien yksihiukkastilojen lukumaarad on hyvin suuri,
summa (9.6) redusoituu muotoon

Z(T,V,2) Z Z e PBlertes) (9.7)

missa summausindeksit r ja s ovat toisistaan riippumattomia. Talloin systeemin partitio-
funktio voidaan esittda muodossa

Z(T,V,2) ZZ “Heremhe = % (Z eﬁa«) (Z eﬁes>

<Ze—ﬁ&) STV (98)

missé Z1 (7, V') on yhtélon (9.4) mukainen yksihiukkaspartitiofunktio.

Jos kaasu muodostuu N:std molekyylista, sen eksakti partitiofunktio voidan kirjoittaa
lausekkeen (9.6) yleistyksend muodossa

Z = Z(T,V,N) Nl ZZ Z e Pler Ferytdery) 4 _}_Ze—Nﬁer_ (9.9)

(kaikki 7;:t erisuuria)

Taman yhtalon oikean puolen ensimmainen lauseke on summa yli systeemin kaikkien nii-
den tilojen (71,72, ...,7nN), joissa molekyylit ovat eri yksihiukkastiloissa. Téllaisessa N-
kertaisessa summauksessa systeemin jokaisen tilan antama osuus tulee lasketuksi mukaan
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N'!kertaa, koska N:n eri indeksin (71,72, . .., rxn) keskindinen jarjestys voidaan valita N!:lla
eri tavalla. Tésta syystd ensimmainen summalauseke on jaettava N!:la.

Yhtélon (9.9) muut summalausekkeet muodostuvat termeisté, joissa osa molekyyleisté (tai
viimeisessi lausekkeessa kaikki molekyylit) ovat samassa yksihiukkastilassa. Jos molekyy-
lien kaytettavissa olevien yksihiukkastilojen lukumaéara on paljon suurempi kuin molekyy-
lien lukumaara N, naiden muiden summalausekkeiden antama osuus kokonaissummaan
(9.9) on merkitykseton. Téassé tapauksessa my6s yhtélon (9.9) ensimmaéistd summalause-
ketta rajoittava ehto (jonka mukaan kaikkien indeksien r1,7s,...,rN on oltava erisuuria)
on merkityksetén. Té&lloin kaasun partitiofunktion lauseke (9.9) redusoituu hyvin yksin-
kertaiseen muotoon

- % Z Z o Z e_ﬁ(erl terytetery) — % Z Z R Z e_ﬁﬁrl e—ﬁerg . e—ﬂeTN
Ty T2 TN P —

A5 (55

=N [21 (T, V)™, (9.10)

Lauseke (9.10) on klassisen ideaalikaasun partitiofunktio. Ideaalikaasua sanotaan klassi-
seksi, jos yksihiukkastilojen lukumddra kullakin energia-alueella on hyvin suuri verrattuna
ko. energian omaavien molekyylien lukumdardan. Talloin useimmat yksihiukkastilat ovat
tyhjia, joissakin on yksi molekyyli, ja vain haviavan pieni mdaara yksihiukkastiloja sisdaltaa
enemmdn kuin yhden molekyylin. Téllaisissa klassisissa olosuhteissa (engl. classical re-
gime) ideaalikaasun kaikista mahdollisista tiloista (n1,ne,ns,...) ovat siis merkityksellisia
vain ne, joissa suurin osa miehitysluvuista on nollia (n, = 0) ja N:n miehitysluvun arvo
on yksi (n, = 1), mutta muita miehityslukuja (n, = 2,3,...) el esiinny.

9-2 Yksihiukkaspartitiofunktio

Ideaalikaasun molekyylin yksihiukkasenergia €, voidaan jakaa kahteen toisistaan riippu-
mattomaan osaan:
€r = €5 = €7 4 €Y, (9.11)

Ensimmaéinen osa € on molekyylin massakeskipisteen etenemisliikkeen (translaatioliik-
keen) liike-energia, translaatioenergia, joka voidaan spesifioida translaatiotilan indeksilla s.
Molekyylin kaikki muu energia sisiltyy toiseen osaan, molekyylin sisdiseen energiaan €1°,
joka spesifioidaan sisédisen tilan indeksilla . Siihen kuuluvat mm. molekyylin py6rimis-
ja varahdysenergia seka sen elektroninen energia.

Téasta seuraa, etta yksihiukkaspartitiofunktio Z; voidaan separoida kahden tekijan tuloksi:

— Ze—ﬁer _ Zze—ﬁ(egr+egﬂ) _ (Z e—ﬁegr> ( 6_5521t> _ Z‘{r . (9.12)
™ S « S «

Ensimmainen tekija

Z = Ze_ﬁetr (9.13)
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on molekyylin translaatiopartitiofunktio (engl. translational partition function), joka on
summa yli molekyylin kaikkien translaatiotilojen. Toinen tekija

Zint - mt Ze glt (914)

on molekyylin sisdinen partitiofunktio (engl. internal partition function), joka on summa
yli molekyylin kaikkien sisaisten tilojen.

Sisaisen partitiofunktion Zj,; lauseke riippuu vain molekyylin sisdisistd ominaisuuksista.
Se on siis eri molekyyleille erilainen, mutta ei riipu kaasusailion tilavuudesta V: Ziyy =
Zint(T). Sen sijaan translaatiopartitiofunktion Zi* = Zi*(T, V') lauseke on kaikille mo-
lekyyleille sama. Se voidaan siis maarittda yleisessd muodossa, tuntematta molekyylin
sisaisia ominaisuuksia.

Translaatiopartitiofunktion Zi* (9.13) lausekkeen maérittdmiseksi on laskettava termien
exp(—Fe'r) summa yli kaikkien translaatiotilojen. Niissd termeissd esiintyvin massakes-
kipisteen liike-energian lauseke on seka klassisessa mekaniikassa ettd kvanttimekaniikassa

2
er = Lo (9.15)

2m

missé ps = |ps| on molekyylin litkemééréan itseisarvo tilassa s ja m on sen massa.

Kvanttimekaniikan mukaan ps voi saada vain tiettyja diskreetteja arvoja. Voidaan osoit-
taa, ettd niiden translaatiotilojen lukumaara, joissa tilavuuteen V' rajoitetun hiukkasen
litkemé&aran itseisarvo on pienella vélilla (p,p + dp), on

AV p?dp

flp)dp = — 35—, (9.16)

missé h on Planckin vakio. Tama& tulos on voimassa, jos f(p)dp on suuri, ts., jos vélille
(p, p + dp) kuuluu hyvin monta translaatiotilaa.

Jos lampotila on riittavan korkea, hiukkasen liikemaara p on kaytannollisesti katsoen aina
niin suuri, ettd yhtélo (9.16) on voimassa. Télléin translaatiotilat ovat niin lahelld toisiaan,
etta Boltzmannin tekija exp(—8e%) muuttuu hyvin hitaasti s:n arvon kasvaessa. Néin ollen
kaikki litkemé&aravalilla (p,p + dp) olevat Boltzmannin tekijat voidaan korvata indeksisté
s riippumattomalla vakiolla, joka on exp(—Bp?/2m). Niiden lukumddrd talla vililli on
sama kuin translaatiotilojen lukumééré, siis f(p) dp. Téasté syysta valilla (p, p+dp) olevien
Boltzmannin tekijoiden summa saadaan kertomalla yksittiisen tekijin arvo exp(—3p?/2m)
niiden lukumééralla f(p) dp:

tr 2
Ze_ﬁes = f(p)dp ™" = f(p)e "> "dp. (9.17)

W
ps€(p,p+dp)

Translaatiopartitiofunktion Z{* lauseke (9.13) on yht#lon (9.17) mukaisten osuuksien sum-
ma yli kaikkien liikkeméaaravélien (p,p + dp), ts., integraali

Ze—ﬂe?— / Fp) e PP /2mdp = 4,7:;/ et em gy, (9.18)
0
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Kun integrointi suoritetaan, saadaan tulos

(9.19)

o AmVom  [2rm 2emkT \ />
L= w3 98\ 5 h?2 '

Kun yhtéaléiden (9.12) ja (9.19) mukainen yksihiukkaspartitiofunktio sijoitetaan klassisen
ideaalikaasun partitiofunktion lausekkeeseen (9.10), se saa muodon

N m 3N/2
! [Z1(T Y ]\17! (Z3(T, V) Zins (TN = Vo (2 kT) [Zit (T

(9.20)

Koska kaasun molekyylien lukuméaérd N on hyvin suuri, lauseketta (9.20) voidaan yksin-
kertaistaa kdyttamalla Stirlingin approksimaatiota (5.3), joka voidaan kirjoittaa muodossa

NI~ <5)N, (9.21)

e

missd, e on Neperin luku. Talloin klassisen ideaalikaasun lopulliseksi partitiofunktion

lausekkeeksi tulee
eV [ 2mmkT 3/2
v\ ) A

N

Z(T,V,N) = (9.22)

9-3 Klassisuusehdon toteutuminen

Klassisen ideaalikaasun partitiofunktion lauseketta (9.22) johdettaessa oletettiin, ettéd kaa-
su esiintyy olosuhteissa, joita voidaan luonnehtia klassisiksi. Talloin kaasun lampétila on
niin korkea, ettd molekyylien tavoitettavissa on niiden lukumaaraan N verrattuna hyvin
paljon yksihiukkastiloja. Téasta seuraa, ettd suurin osa yksihiukkastiloista on tyhjia ja
kaytannollisesti katsoen kaikki molekyylit miehittavat er: tiloja. Nain ollen kaikkien yksi-
hiukkastilojen r miehityslukujen n, keskiarvot (n,) ovat hyvin pienid: (n,) < 1. Milloin
taméa ehto on voimassa?

Boltzmannin jakaumafunktion (4.23) mukaan todennékoéisyys sille, ettd yksi tietty mole-
kyyli on yksihiukkastilassa r = s, on yhtéaléiden (9.11) ja (9.12) mukaan
Lopeo = L op(ervar) 2 _ L g g (9.23)

psa = € t € - t €
Zl erZint erZint

Taméa on siis todennakoisyys sille, etta ko. molekyylin translaatiotila on s ja samalla
sen sisainen tila on a. Kokonaistodennakoisyys sille, etta molekyyli on translaatiotilassa
s (riippumatta sen siséisesté tilasta), on todennékdisyyksien (9.23) summa yli kaikkien
sisaisten tilojen:

tr _ int 1 _Qtr

(0%

A
Zint

Tésséa on kiytetty hyvéksi sisdisen partitiofunktion madritelméd (9.14). Todennékdisyys
ps €i siis riipu mitenkdan molekyylin sisaisesta rakenteesta.
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Jos molekyylien lukuméaara N olisi paljon suurempi kuin yksihiukkastilojen r = sa lu-
kumaara ja ne kayttaytyisivat toisistaan riippumattomasti, tilassa sa olisi todennakoi-
syyden frekvenssitulkinnan mukaan yhteensd ns, = Nps, molekyylia. Talloin siis tilan
sa miehitysluku olisi Npgo, > 1. Klassisen ideaalikaasun tapauksessa N on kuitenkin
niin pieni, etta Npso, < 1. Tassa tapauksessa Npg, voidaan tulkita miehitysluvun ng,
keskiarvoksi (nsq).

Ideaalikaasu kayttaytyy siis klassisesti, jos seuraava ehto on voimassa:
(nsa) = Npso < 1 kaikilla s:n ja c::n arvoilla. (9.25)

Tamén epayhtalon vasen puoli kasvaa, jos se korvataan summalla yli molekyylin kaikkien
sisaisten tilojen. Nain saadaan yksinkertaisempi, mutta ankarampi ehto

(ng) = Z(nsa> = szsa = Np, < 1 kaikilla s:n arvoilla. (9.26)

63

Tama epayhtalo vaatii, ettd kaikkien translaatiotilojen s keskiméaraiset miehitysluvut (ng)
ovat hyvin pienid. Kyseessé on tiukempi ehto kuin epéayhtéalossé (9.25) esitetty, silla jokai-
seen translaatiotilaan kuuluu yleenséd useita yksihiukkastiloja (molekyyli voi olla monessa
erilaisessa sisdisessé tilassa).

Kayttamalla ps:n lauseketta (9.24) ja sijoittamalla sithen Z{":n lauseke (9.19) epayhtalo
(9.26) saadaan muotoon

N e N[ B N7 .
<ns> = Nps = ﬁe Pes = V (271’ka) e Pes < 1. (927)
1

Taméa ehto on voimassa kaikille translaatiotiloille, jos se on voimassa perustilalle, jossa
translaatioenergia on nolla (e = 0). Téstd saadaan ehto

N h2 3/2
— 1. 9.28
|4 <277ka> < (5:28)

Epédyhtalo (9.28) antaa matemaattisesti formuloituna riittGuin ehdon sille, ettd ideaa-
likaasu kayttaytyy klassisesti. Se on automaattisesti voimassa klassisella rajalla h —
0. Tasta syysta kappaleissa 9-1 ja 9-2 johdettua statistiikkaa kutsutaan klassiseksi tai
Mazwell-Boltzmann-statistiikaksi. Kuten voidaan odottaa, ehto (9.28) on sitd paremmin
voimassa, mité pienempi on kaasun hiukkastiheys ¢ = N/V, mitd suurempi on molekyylin
massa m, ja mita korkeampi on lampotila 7.

Epéyhtalolle (9.28) saadaan selked fysikaalinen tulkinta esittdmaélla se hiukkasen kvant-
timekaanisen aaltofunktion aallonpituuden A avulla. Jos hiukkasen liikem&aara on p, sen
aallonpituus on

h h
Ao 9.29
PV 2metr ( )

missi p on esitetty hiukkasen translaatioenergian e = p?/2m funktiona. Mydhemmin

osoitetaan, ettd klassisessa ideaalikaasussa molekyylin translaatioenergian keskiarvo on
(') = 3KT. Niin ollen aallonpituus on suuruusluokkaa

h h
AR = . 9.30
2m(etry  3mkT (9-30)
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Kun tdméi tulos sijoitetaan epdyhtéléon (9.28), se saa muodon

3/2
N
(%) V)\S < 1. (9.31)

Koska V/N on tilavuus yhti molekyylid kohti, se voidaan kirjoittaa muodossa V/N = [3,
missa [ on lahimpien naapurimolekyylien keskimaérainen etaisyys toisistaan. Jattamalla
lisiiksi epéyht#lon (9.31) kannalta merkitykseton tekija (3/27)3/2 ~ 0,330 huomiotta saa-
daan yksinkertainen lopputulos

N < 1B, (9.32)

Ideaalikaasu kayttaytyy klassisesti, jos molekyylien aallonpituus on pieni niiden valimatkoi-
hin verrattuna. Talloin molekyylien kvanttimekaanisella aaltoluonteella ei ole merkitysta
ja ne kayttaytyvat kuten klassista mekaniikkaa noudattavat hiukkaset.

Esimerkki

Ideaalikaasun hiukkastiheys on normaaliolosuhteissa (lampétilassa 0 °C ja paineessa
1 atm) tilanyhtdlén PV = NKT mukaan ¢ = N/V = P/kT = 2,6868 x 10%> mole-
kyylid/m3. Tilléin ldhimpien naapurimolekyylien keskimiiriinen etiiisyys toisistaan
onl = (V/N)'/3 = 3,34 x 107 m = 3,34 nm. Kevyimmin kaasun, vedyn (Hy),
moolimassa on M,, = 2,016 g/mol, joten Hs-molekyylin massa on m = M,,/Ny =
3,347 x 10727 kg. Yht#lolld (9.30) laskettu Ho-molekyylin aallonpituus limpétilassa
0°Con A =1,08x10"1"m = 0,108 nm. Koska A = 0,11 nm < 3,34 nm = [ ja
(A\/1)? = 3,4 x 107° < 1, voidaan piitelldi, etti normaaleissa olosuhteissa kevytkin
kaasu kayttaytyy varsin matalissakin lampotiloissa klassisesti.

9-4 Termodynaamiset ominaisuudet

Klassisen ideaalikaasun partitiofunktiosta (9.22) saadaan systeemin Helmholtzin vapaan
energian (5.9) lausekkeeksi

F=F(T,V,N)=—kTlnZ(T,V,N) = —NkTIn

omrmkT\ >/?
i( Tk ) Zne(T)| . (9.33)

N h?

Nain saatu funktio F' on suoraan verrannollinen molekyylien lukuméaraan N ja muut siina
esiintyvét tilamuuttujat (lampotila T' ja hiukkastiheys N/V') ovat systeemin koosta riip-
pumattomia (intensiivisi&) suureita. Néin ollen F' on ekstensiivinen suure, kuten relaatio
F = E — TS vaatiikin. Tama tulos on seurausta molekyylien identtisyydestd johtuvan
tekijan 1/N! mukanaolosta klassisen ideaalikaasun partitiofunktion lausekkeessa (9.10).

Helmholtzin vapaa energia (9.33) voidaan esittdd kahden termin summana:
F(T,V,N)=Fu(T,V,N) + Fi,.(T,N). (9.34)

Ensimmainen termi

F.(T,V,N) = —NkT In

eV [ 2mrmkT 3/2
N % (9.35)
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on molekyylien translaatioenergian antama osuus Helmholtzin vapaaseen energiaan. Sen
lauseke ei riipu molekyylien sisadisesta rakenteesta. Jalkimmainen termi

Fine (T, N) = —NET In [ Zin (T)] (9.36)

on molekyylien sisaisen energian antama osuus, jonka lauseke on erityyppisille molekyyleille
erilainen.

Tilanyhtalo

Klassisen ideaalikaasun tilanyhtilo saadaan paineen lausekkeesta (5.19) tai (7.39), P =
—(0F/0V)r n. Koska F'n jalkimmé&inen termi Fin (7', N) ei riipu tilavuudesta V, tilan-
yhtaloksi saadaan kaasumolekyylien sisdaisesta rakenteesta ritppumatta

P:—(OF”> _ NRT (9.37)
T,N

ov Vv

Tuloksena on klassiselle ideaalikaasulle kokeellisesti saatu tilanyhtélo PV = NkT (1.12),
jonka avulla on kappaleessa 1-3 méaéritelty ideaalikaasulampdtila T. Yhtélossa (9.37) esiin-
tyva T on termodynaaminen lampdotila, joka perustuu kappaleessa 4-4 tehtyyn valintaan

(g—z)m _ % (4.9)

Tulos (9.37) osoittaa, ettd yhtalolla (4.9) méadritelty termodynaaminen lampdétila-asteikko
on identtinen ideaalikaasulampotila-asteikon kanssa. Samaan johtopaatokseen paadyttiin
aikaisemmin (kappaleessa 6-2) Carnot’n kiertoprosessia analysoimalla.

Sisainen energia

Makroskooppisen systeemin sisdiselld energialla E tarkoitetaan sen keskiarvoa (E), joka
on yhtalon (4.30) mukaan F = (E) = —(0InZ/08)v,n. Toisaalta yhtalon (5.9) mukaan
InZ = —F/kT. Naéin ollen klassisen ideaalikaasun sisdinen energia on kahden termin

sumina:
E = By + Eine. (9.38)

Molekyylien translaatioenergian antama osuus kaasun energiaan on

O(Fy /KT 3

E.(T,N) = (M> = S NEKT. (9.39)
ap vN 2

Tama tulos osoittaa, etta yhden molekyylin translaatioenergian keskiarvo on

(") = ng : (9.40)

mik& on sopusoinnussa aikaisemmin esitetyn tuloksen (2.39) kanssa.

Molekyylien sisdisen energian antama osuus on

O(Fine /KT d1n [Zin (T)]

5 )V,N =N (9.41)

Eume(T,N) = (
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Yhden molekyylin sisdisen energian keskiarvo on siis (¢*) = —dIn Zi,; /d3, kuten yhtilo
(4.30) edellyttadkin. On syyta korostaa, ettd Ei, ei ole sama kuin kaasun siséinen energia
E, vaan molekyylien sisaisen energian sithen antama osuus.

Yhtélot (9.39) ja (9.41) osoittavat, ettd sekd Fi, ettd Ej, ovat kaasun tilavuudesta V
riippumattomia. N&in ollen tietyn kaasuméadran (N kiinnitetty) siséinen energia on vain
lampdotilan funktio: F = E(T). Sama tulos johdettiin aikaisemmin (kappaleessa 2-3)
matematiikkaa kayttamatta suoraan ideaalikaasun yleisistd ominaisuuksista.

Lampokapasiteetti

Koska F = E(T), my0s tietyn kaasumédran ldmpokapasiteetti vakiotilavuudessa, Cy =
(OE/OT)v.n (2.11), on kaikilla klassisilla ideaalikaasuilla vain lampdtilan funktio (mole-
kyylien sisdisestd rakenteesta riippumatta): Cy = Cy (7).

Molekyylien translaatioenergian antama osuus kaasun lampokapasiteettiin vakiotilavuu-

dessa on 5
E 3
tr tr e
Cy(N) = < o7 )N = 2k:N, (9.42)

joka on lampotilasta risppumaton. Taman lisaksi molekyylien sisdinen energia antaa lam-
pokapasiteettiin osuuden

CY(T, N) = (3§;t> , (9.43)
N

joka on yleisessa tapauksessa lampotilan funktio.

Yksiatomisilla kaasuilla (jalokaasuilla) Ci** on normaaleissa limpétiloissa nolla. Tamé
johtuu siita, etta yksittiisen atomin sisdinen energia on sen elektronisysteemin energiaa.
Atomin siirtiminen elektronisysteemin perustilasta (energiasta €*) mihin tahansa kor-
keampaan energiatilaan (energiaan %) vaatii tavallisesti vithintdin usean eV:n energian.
Termisté energiaa ei kuitenkaan ole normaaleissa lampotiloissa saatavissa ndin suurina
annoksina. Esimerkiksi 300 K:n lampotilassa molekyylin translaatioenergian keskiarvo
on yhtdlon (9.40) mukaan (e™) = 3kT = 0,039 eV. Yhtélon (7.47) mukaan energioi-
den €t ja €™ esiintymistodenniikéisyyksien suhde on suoraan verrannollinen Boltzman-
nin tekijain exp[—(ef® — %) /ET], joka on hyvin lihelld nollaa, kun (et — €lnt) > kT
Terminen energia ei siis normaaleissa lampotiloissa riitd atomin siirtdmiseen perustilan
ylipuolelle. T#lloin atomin sisdisen energian keskiarvo (¢™) on sama kuin perustilan

energia €, joka ei riipu lampotilasta. Néin ollen atomien sisdisen energian antama osuus
kaasun energiaan, Ei,, = N (™) = Ne™ on lampoétilasta riippumaton, ja sen derivaatta

C"i}lt = (OFEin/0T) N on nolla.

Yksiatomisten ideaalikaasujen lampokapasiteetti vakiotilavuudessa on siis yhté&lon (9.42)
mukaan Cy = C¥ = %k:N. Jos kaasua on yksi mooli, Cyy = C}} = %l{:NA = %R =
12,47 J/(mol K). Tama teoreettinen tulos vastaa erittdin hyvin (noin 1 %:n tarkkuudella)
kokeellisesti maaritettyja jalokaasujen lampokapasiteetteja.

Moniatomisen molekyylin sisdinen energia muodostuu elektronisen energian lisiksi mole-
kyylin pydrimis- ja vardhdysliikkeen energioista. Néiden liikkeiden (erityisesti pyorimisliik-
keen) energiatasot ovat paljon ldhempénd toisiaan kuin elektronisysteemin energiatasot.
Tasta syysta terminen energia riittaa jo huoneen lampotilassa siirtamaan osan molekyy-
leistd perustilan yldpuolelle (1&hinné pyorimisliikkeen viritettyihin tiloihin). T&lléin mole-
kyylin sisdisen energian keskiarvo (™) on limpétilan funktio ja Ci8 eroaa nollasta. Tétd
tapausta tarkastellaan kappaleessa 10.
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Entropia

Klassisen ideaalikaasun entropian lauseke saadaan yhtdlosta S = —(0F/0T)y,n (7.39).
Yhtélon (9.34) mukaan sekin on kahden termin summa, S(7,V,N) = S, (T,V,N) +
Sint (T, N). Molekyylien translaatioliikkeen antama osuus on

OF;, vV 3 5 3 2mmk
(T, V,N) = — —Nk|n—+2mT+2+2m ()| 44
su@V) == (G7 ) =¥ [+ quregegn(FEE)] o

Entropia voidaan esittdd myos muuttujien £, V ja N funktiona sijoittamalla S(7',V, N):n
lausekkeeseen T:n paikalle funktio T'= T(E, N). Yksiatomisen ideaalikaasun energia on
yhtélsiden (9.38) ja (9.39) mukaan E = Ey, = 3 NkT, missd molekyylien sisdisen energian
antama osuus Ei, = N () = Ne"® on ldmpoétilasta riippumaton vakio, joka on valittu
nollaksi. Talloin T" = 2E/(3Nk) ja yhtalostd (9.44) saadaan S(E,V, N):n lausekkeeksi

vV 3. FE 5 3 4mm

Timéi on muotoa S(E,V,N) = Nkln(VE3/?) 4+ C, kuten aikaisemmin johdettu yht#lo
(5.32) edellyttaa. Yhtalosta (9.45) ndhdédédn, ettd lausekkeen (5.32) integroimisvakio on
C = iNk[-5In N + 5 + 31In(4mm/3h?)].

2

Termodynamiikan kolmannen péésdannon (kappale 7-4) mukaan systeemin entropia ldhes-
tyy lampotilan laskiessa ei-negatiivista vakiota, joka on yhtalén (7.48) mukaan kln g(Ey).
Yhtélon (9.44) mukainen entropia ei kuitenkaan kayttdydy talla tavoin, silld se tulee ma-
talissa lampotiloissa negatiiviseksi ja itse asiassa divergoi absoluuttisessa nollapisteessa
(talloin Sty — —o0). Yhtélon (9.42) mukainen ldmpdkapasiteetti el myoskaan kéyttaydy
odotusten mukaisesti, silld yht&lon (7.52) vastaisesti se ei ldhesty lampotilan laskiessa nol-
laa. Tama johtuu siita, etta klassisuusehto ei toteudu alhaisissa lampotiloissa. Esimerkiksi
epayhtld (9.28) ei voi olla voimassa, jos T' — 0.

Maxwellin nopeusjakauma

Yhtéloiden (9.27) ja (9.15) mukaan yhdessd translaatiotilassa s olevien molekyylien kes-
kimaarainen lukumaéra on

N/ R N
(ns) = 3 (%ka) e~ Ps/2mkT (9.46)

Kaikki kapealla liikkemaéravalilla (p,p + dp) olevat (ng):n ja ps:n arvot voidaan korvata
indeksistd s riippumattomilla vakioilla (n) ja p. Kertomalla yhtdlon (9.46) mukainen
keskimé&arainen miehitysluku (ng) = (n) yhtélon (9.16) mukaisella tilojen lukumddrdlld
liikemaaravalilla (p,p + dp), f(p)dp, saadaan télld vililla olevien molekyylien keskim&a-

raiseksi lukumaaraksi 2
A4 Np=dp _ 2
dp = ——— e P /2mkT, 9.47
(n)f(p)dp kT2 (9.47)
Todenndkdisyys sille, ettd jonkin tietyn molekyylin liikem&aara on vélilla (p,p + dp), saa-
daan jakamalla talld vélilld olevien molekyylien lukumééra (9.47) molekyylien kokonais-
lukumaarélla N. Télle todennékoisyydelle kaytetddn merkintdd P(p) dp, missd P(p) on

tarkasteltavan jakauman todennakoisyystiheys:

(n) f(p)dp Amp*dp 2 g
P(p)dp = =7 = kT P /2mkT (9.48)
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Jos molekyylin litkem&érd p esitetddn yhtdlossd (9.48) muodossa p = mwv, missd v on
molekyylin nopeuden itseisarvo (vauhti, engl. speed), saadaan todennékdisyys sille, ettd
molekyylin vauhti on vélilld (v, v + dv):

3/2
P(p)dp = P(v) dv = 4nv?dv (27:211) e~ /2T (9.49)
Télle todenndkoisyydelle kaytetddn merkintdd P(v) dv, missé esiintyvé todennékoisyysti-
heys P(v) on Mazwellin (tai Mazwell-Boltzmannin) vauhtijokaumafunktio (engl. Maxwell
speed distribution function).

Todennékoisyys sille, etta tarkasteltavan molekyylin nopeusvektorin v komponentit v,, v,
ja v, ovat pienilld véleilld (vg, vy + dvg), (vy, vy + dvy) ja (vs, v, + dv;), on

P(vg,vy,v,) dvgdvydv, = P(v) d’v, (9.50)

misséd maéaritelty P(v) on Mazwellin (tai Mazwell-Boltzmannin) nopeusjakaumafunktio
(engl. Mazwell velocity distribution function). Témén funktion voidaan kuvitella esiin-
tyvan nopeusvektorien v muodostamassa kolmiulotteisessa avaruudessa, nopeusavaruu-
dessa, jonka koordinaatit ovat v,, v, ja v,. Tulo dv,dv,dv, = d3v on tallaisen avaruuden
tilavuuselementin tilavuus. Néin ollen P(v) d3v on todennikoisyys sille, ettii nopeusvekto-
rin kirkipiste osuu nopeusavaruudessa pisteen v ymparilli olevan tilavuuuselementin d3v
alueelle.

Todennékoisyys sille, ettd nopeusvektorin itseisarvo on pienelld vélilla (v, v + dv) vektorin
suunnasta riippumatta, on todennikoisyyksien P(v)d3v summa (integraali) yli nopeus-
avaruuden ohuen pallonkuoren, jonka sade on v ja paksuus on dv:

P(v)dv = P(v)d®v. (9.51)
(U,U[d’u)

Koska tdmén taytyy olla sama kuin yhtalollda (9.49) mééritelty vauhdin esiintymisto-
dennédkoisyys P(v) dv, sille kiytetadn tatd merkintéa.

Ideaalikaasu kayttaytyy kaikissa suunnissa samalla tavalla, joten nopeusvektorin v esiin-
tymistodennakoisyys ei voi riippua v:n suunnasta. Taméa merkitsee sita, ettd nopeusja-
kauman P(v) tdytyy olla v:n suunnasta riippumaton (pallosymmetrinen eli isotrooppinen)
funktio. Sen taytyy saada sama arvo nopeusavaruuden kaikissa niissa pisteissa, jotka ovat
samalla etéisyydelld v origosta. Nain ollen yhtalossa (9.51) esiintyvé funktio P(v) voidaan
siirtad integraalimerkin eteen:

P(v)dv = P(v) / d*v = 4mv*dvP(v). (9.52)
(v,v+dv)
Jiljelle jidnyt integraali on tarkasteltavan pallonkuoren tilavuus, joka on 4rv2dw.

Kun tulosta (9.52) verrataan yhtéloon (9.49), voidaan todeta, ettd Maxwellin nopeusja-
kaumafunktio on

m \3/2 2
— —mv* /2kT
P(v) (27rkT> e . (9.53)

Koska v? = v2 + UZ + v2, nopeusjakaumafunktio P(v) separoituu kolmen tekijin tuloksi:
P(v) = P(vy)P(vy)P(v;), missa P(v;), P(vy) ja P(v,) ovat nopeuden z-, y- ja z-kompo-
nenttien jakaumafunktiot. Ne ovat kaikki muotoa

m \1/2 2
. —muvj /2kT
P(v;) = (2 k: > e . (9.54)




