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Derivaatta 11 -kurssi

Tama materiaali on suunnattu lukion koulukohtaisen syventédvén kurssin Derivaatta II
oppimateriaaliksi. Kurssilla kerrataan ja syvennetdian valtakunnallisten kurssien MAA7
ja MAAS siséltojé, eli paneudutaan derivaattaan tyokaluna ja syvennytdan yleisimpien
alkeisfunktioiden, kuten polynomien, eksponenttifunktioiden ja logaritmien derivointiin.

1 Analyysin tyokalu

Matemaattisia malleja kidytetdan nykyisin ldhes kaikilla tieteenaloilla. Mallilla yritetadn
kuvata monimutkaisia systeemeja paitsi fysiikassa ja teknillisilla aloilla, nykyisin myos
biologiassa, taloustieteessi, ladketieteessa sekd monilla humanistisilla aloilla. Mallin avul-
la voidaan systeemista tai ilmiosta saada tietoa ja tehda siitd ennusteita tai pyrkia pa-
rantamaan sen tomintaa. Loppupeleissd matemaattinen malli on funktio, jota tutkimalla
voidaan saada paljon tietoa systeemisté tai ilmiosté, jota funktio kuvaa. Hieman yksin-
kertaistaen matemaattinen analyysi on matematiikan osa-alue, jossa tutkitaan funktioita
ja niiden kulkua.
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Kuva 1: Funktioilla voidaan mallintaa esimerkiksi eldinpopulaatioiden kokoja.

Kuva: public domain

Analyysissa kiytetddn monenlaisia tyokaluja, kuten raja-arvoa, sarjakehitelmia ja de-
rivaattaa. Derivaatta kuvaa funktion muutosta, ja on siten erittidin téarked tyokalu funk-



tion kulun tutkimisessa. Tietoa voidaan saada paitsi funktion muutosnopeudesta, myos
esimerkiksi suurimmista ja pienimmista arvoista.

Useimmat ilmiot ja systeemit ovat varsin monimutkaisia, jolloin niitd kuvaavat funk-
tiotkin ovat yleensd varsin monimutkaisia. Esimerkiksi kuvan (1) funktiot on saatu rat-
kaisemalla peto-saaliseldin mallissa kdytettavat Lotka-Volterran yhtélot. Gebardien luku-
madara riippuu jollain tavalla paviaanien lukuméarésté ja péin vastoin. Funktiot nayttavat
monimutkaiselta, ja sellaisia ne, kuten tosielaman ilmidita kuvaavat funktiot yleensa, ovat-
kin. Monimutkaiset funktiot koostuvat yleensé kuitenkin varsin yksinkertaisista osasista,
joten hankalan funktion kulkua voi usein analysoida tutkimalla yksinkertaisempia osia
erikseen.

2 Derivaatan maaritelma

Derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta. Muutosnopeutta tutkiessa funktion kuvaa-
jan ajattelusta on hyotyd, silld kuvaajan jyrkkyys kertoo muutosnopeuden. Graafinen
tarkastelu ei kuitenkaan useimmiten sellaisenaan riitd, eiké loppupeleissa ole aina kovin
kaytannollistakaan. Taman vuoksi on tarpeen tutustua myos tarkkaan analyyttiseen méa-
ritelmaén.

2.1 Derivaatta graafisesti

Ensimmaéisen asteen polynomin, eli suoran, derivaatan arvo on suoran kulmakerroin, sil-
14 kulmakerroin kuvaa suoran muutosnopeutta. Suoran tapauksessa muutosnopeus on
kaikkialla sama, mutta useimmilla funktioilla néin ei tietenkdén ole. Mitd jyrkemmin ku-
vaaja nousee tai laskee, sitd nopeammin funktion arvojen sanotaan muuttuvan. Funktion
jyrkkyytté voi arvioida silmémaéaraisesti hieman, mutta yksittdisessa kohdassa vallitsevaa
jyrkkyyttéa varten tarvitaan tangenttisuora, joka sivuaa tutkittavaa funktiota yhdesséa pis-
teessé. Suora vain hipaisee funktion pintaa, ja siitd voidaan tutkia, miten funktion arvot
ovat muuttumassa juuri téssd yhdessd pisteessd. Téméan tangenttisuoran kulmakerroin
kuvaa myos funktion, jolle se on piirretty, muutosnopeutta kyseisessa kohdassa. Tangen-
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Kuva 2: Suoran muutosnopeutta kuvaa kulmakerroin.



f(x) =Inx
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Kuva 3: Funktiolle f(x) = Inz kohtaan x = 1.5 piirretty tangentti.

tin kulmakerroin on tarkalleenottaen derivaatan graafinen mééritelmé. Kuten funktion
arvo, myos derivaatta méaritelladn pisteittéin.

Merkinta 2.1. Derivaatta
Funktion f derivaattaa merkitdén f’ ja derivaatan arvo kohdassa x on f'(z).

Maaritelma 2.2. Derivaatan graafinen méaritelméa
Funktion f derivaatan arvo kohdassa x on kohtaan z piirretyn tangentin kulmakerroin.

2.2 Erotusosamaaran raja-arvo

Algebrallinen tapa laskea tiettyyn kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin, eli derivaa-
tan arvo téssd kohdasa, on niin sanottu erotusosaméaran raja-arvo. Erotusosaméara on
suure, joka kuvaa funktion keskimadraista muutosta tietylla valilld. Muuttujavalilla [z, x]
funktion f erotusosaméidra on lauseke

Af(z)  flz) = f(zo)
Az z— T0 (1)

Osoittajassa oleva lauseke f(z) — f(xo) kertoo kuinka paljon funktion arvot ovat muuttu-
neet muuttujan arvojen muuttuessa kohdasta xy kohtaan z. Graafisesti erotusosaméara
on pisteiden (zg, f(zo)) ja (x, f(z)) vilille piirretyn sekantin kulmakerroin.

Erotusosamééri ei anna mitaan tarkkaa tietoa siitd, miten funktio kayttaytyy vélilla.
Mité lyhyempi vali tarkasteluun otetaan, sitd tarkemmin erotusosamééra kuvaa funktion
muutosta. Ottamalla erotusosaméirista raja-arvo jossa x ldahestyy kohtaa z, saadaan
muutosnopeudesta tarkka kuvaus. Télloin pisteiden vilille piirretty suora ei enédd leikkaa
funktiota, ja sekantista tulee tangentti, jonka kulmakerroin kertoo funktion muutosno-
peuden, eli derivaatan arvon kohdassa x = zy. Téstd saadaan algebrallinen maaritelma
derivaatalle.

Maaritelma 2.3. Derivaatta
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Kuva 4: Sekantti leikkaa funktion kahdesta kohdasta. Sen kulmakerroin kertoo funktion
keskimaaréisen muutoksnopeuden leikkauspisteiden vélissé.

kuva: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Afgeleide.svg

Funktion f derivaatta kohdassa xy méaritellddn erotusosaméiran raja-arvona
T—T0 T — X

Toisinaan raja-arvojen laskemista helpottaa merkintétapa, jossa erotusta z — xy mer-
kitdan kirjaimella h. Talloin méaritelméa tulee muotoon

Flwo+ 1) = fzo)
)= ) 8

/ 1
fw) = g

Esimerkki 1. Funktion f(z) = 2? derivaatan arvo kohdassa x = 2 saadaan laskemalla

fl@)=f@2) _ =2 . (e =2)(r+2)

T—2 x— 2 =2 T — 2 T—2 x — 2

=limz+2=4
T—2

Huomautus 1. Raja-arvojen laskeminen

Vaikka lauseke ei olisi maaritelty kohdassa jossa raja-arvo halutaan lasea, voidaan se teh-
dé, mikéli lauseke voidaan sieventamélla saattaa muotoon, joka on maéaaritelty. On kui-
tenkin hyvd huomata, ettd alkuperdinen lauseke ei silti ole mééritelty, vaikka sievennetyn
lausekkeen arvo voidaankin helposti laskea.

3 Derivaatan olemassaolo

Derivaatan olemassaolo ei ole taysin itsestddnselvad, vaikka useimmiten vastaan tulevat
funktiot ovatkin derivoituvia kaikkialla maarittelyjoukossaan. Ensimmaéainen vaatimus de-
rivaatan olemassaololle on, ettd funktio on jatkuva. Jos funktio ei ole tietyssé kohdassa
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jatkuva, ei muutosnopeuttakaan téssa kohdassa voi méaarittad. Jatkuvuus on vélttadméaton,
mutta ei riittava ehto derivoituvuudelle.

Graafinen tulkinta kuvaa tilannetta hyvin. Jos kuvaajalle voi tiettyyn kohtaan piirtaé
tangentin, funktio on derivoituva téassé kohdassa. Kayténnossd tdma vaatii, ettd kuvaa-
jassa ei ole terdvia kulmia tai epajatkuvuuksia. Useimmiten ongelmia aiheuttaa vain pieni
joukko kohtia, ja derivaatta voidaankin méarittda kaikkialla muualla, paitsi ongelmakoh-
dassa. Esimerkiksi itseisarvofunktioon tulee x-akselille terdva kulma, johon ei voi piirtaé
tangenttia.

f(x) = |2x? - 2|

18

18

1.4

12

1

0.8

06

0.4

0.2

0
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 02 0.4 0.8 0.8 1 1.2 1.4 1.6

-0.2

Kuva 5: Funktion f(x) = |22? — 2| kuvaajaan tulee terivit kulmat kohtiin z = —1 ja
x = 1. Naissé pisteissa derivaattaa ei voi madrittdaa, mutta kaikkialla muualla voi.

Vaikka kuvan 5 funktiolle ei voi maarittad derivaattaa kohdissa x = —1 ja xz = 1,
on funktio kuitenkin jatkuva kayra. 1800-luvulla on kiyty enemmaénkin keskustelua siita,
ovatko kaikki jatkuvat funktiot aina vahintddnkin yhdessé pisteessé derivoituvia. Vuosi-
sadan puolivélissé 10ytyi useampia funktioita, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mutta eivét
missdan derivoituvia. Tunnetuin néisté funktioista on 16ytédjéansd mukaan nimetty Weier-
strassin funktio.

o 3
W(x) = Z a¥cos(bfrxr) 0<a <1, bpariton, ab>1-+ ?ﬂ
k=0

Useimmat yleensé vastaan tulevat funktiot ovat kuitenkin aina derivoituvia. Esimer-
kiksi polynomit, rationaalifunktiot, eksponenttifunktiot ja trigonometriset funktiot ovat
sekd jatkuvia ettd derivoituvia koko méérittelyjoukossaan. Sen sijaan tarkkana tulee olla,
kun tutkittavana on paloittainmaééariteltyja funktioita tai itseisarvoa sisdltavia funktioita.

4 Derivaattafunktio

Derivaatta voidaan laskea jokaisessa pisteessé, jossa funktio on derivoituva, eli kaikkial-
la, missé kuvaajassa ei ole terdvia kulmia. Funktioa, joka laskee funktion f derivaatan
arvoja sanotaan funktion f derivaattafunktioksi, ja sitd merkataan f’. Derivaattafunktio



Kuva 6: Weierstrassinfunktio on kaikkialla jatkuva, muttei missdan derivoituva. Kuvaaja
on tavallaan darettomén kulmikas, silla jokaisessa pisteesséd on kulma. Ei kannata edes
yrittdd ajatella taté liian tarkasti.

kuva: public domain

on hyvin maéritelty kaikkialla, missé alkuperdinen funktio on derivoituva. Periaatteessa
derivaattafunktio ottaa argumentikseen muuttujan z ja funktion sdantoé on laskea erotus-
osamadran raja-arvo kyseisessa pisteessi. Kaytannossa derivaattafunktiolle voidaan yleen-
sé johtaa yksinkertaisempi lauseke, joka palauttaa aina funktion f kuvaajalle kyseiseen
kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimen.

Derivaattafunktio voidaan laskea hyodyntéen erotusosamadran raja-arvoa. Funktio saa
muodon lausekkeesta

fl+h) - f(z)

=S8, )

Esimerkki 2. Funktion f(z) = 32? derivaattafunktio on

f(x) = lim

h—0

3(x + h)?* — 32? 3(x? + 2hx + h?) — 322

/ o 1
e h
6hx + 3h2
— i 2O i 6+ 3h = 6
h—0 h h—0

Raja-arvojen laskeminen on kohtalaisen suoraviivaista polynomeille ja tavallisille po-
tenssifunktioille, mutta vaatii usein varsin paljon lausekkeiden muokkaamista, seké hieman
edistyneempid, menetelmiéd raja-arvojen laskemiseksi. Onneksi raja-arvoja ei useinkaan
tarvitse laskea, kun osataan kayttda derivoimiskaavoja. Myos kaavat johdetaan yleensa
raja-arvojen kautta, mutta niitd voidaan luonnollisesti kidyttda suoraan sen tarkemmin
raja-arvoja pohtimatta.

Esimerkki 3. Esimerkiksi eksponenttifunktion f(z) = k* derivoimisséénto voidaan joh-
taa raja-arvona.
k:c+h — k= kavkh — k= kh -1 k0+h _ kO

'\ — 13 . — T — LT3 — L.x !
A L L A

Raja-arvo yleisessd kohdassa z muokkautuu siis raja-arvoksi kohdassa 0.



Toisinaan erilaisia kaavoja voidaan johtaa myos kun tunnetaan muiden funktioiden de-
rivaatoja tai kiyttamalld esimerkiksi yhdistetyn funktion derivaattaa. Esimerkiksi luon-
nollisen logaritmin derivaatta voidaan maarittaa lahtemalld liikkeelle ainoastaan x:n de-
rivaatasta:

1 1
1=Dz=De"* =e"*Dlnz < Dlnw = — = —
ene X

Y114 olevassa lausekkeessa on kiytetty toista tapaa merkata derivaattaa, eli niin sanot-
tua derivaattaoperaattoria D (tai %). Derivaattaoperaattori on matemaattinen toimenpi-
de, joka tarkoittaa derivaattafunktion muodostamista alkuperiisesta funktiosta. Operaat-
tori ei sindnsa ota kantaa siihen, milld menetelmalla derivaatta lasketaan, eli voit kiayttaa
joko derivoimiskaavoja tai erotusosamédrian raja-arvoa. Historiallisesti mielenkiintoinen
seikka on, ettd kehittdessddn differentiaalilaskentaa Newton ja Leibniz péaatyivat molem-
mat hyvin samankaltaiseen tapaan, mutta kiayttivat eri merkint6jé. Parivaljakon fyysikko,
eli Newton kiytti merkintané isoa D-kirjainta, mikd on nykyisemmin jadnyt enemmén ma-
temaatikoiden kdyttoon yksiulotteisessa analyysissa. Matemaatikkona tunnetumpi Leib-
niz sensijaan kdytti nykyisin enemmaén fyysikoiden kiytossd olevaa merkintad %, jossa
viivan alla ilmaistaan mink& muuttujan suhteen derivointi suoritetaan. Fysiikassa tarvi-
taan usein derivaattoja useampien kuin yhden muuttujan suhteen, jolloin on kitevia, etta

merkinnasta nikee suoraan minkd muuttujan suhteen derivointi milloinkin tehd&én.

4.1 Derivoimiskaavoja

Kaytannossa kaikille tavallisesti vastaan tuleville funktioille on olemassa derivoimiskaa-
voja, joilla derivaattafunktion voi helposti muodostaa. Usein tarvitaan lisdksi viela tulon,
osamadran ja yhdistetyn funktion derivaattaa. Muutamia useimmin tarvittuja kaavoja:

Potenssifunktio: Dz = nx™ !

Juurifunktiot: D/x = Dzl/n = %x(lfn)/n

Eksponenttifunktiot: Dk* = k¥ In k

Neperin luku kantalukuna: De® = e*

Luonnollinen logaritmi: DInxz = i

L
zlna

Yleinen logaritm: log, z =

Trigonometriset funktiot ja arkusfunktiot:

— Dsinz = coszx

— Dcosx = —sinzx
— Dtanx:@:tanzx—l—l
— Darcsinr = 1
11—z
— Darccost = ————
11—z
_ — _1
D arctanxz = a7



4.2 Yhdistetyn funktion derivaatta

Suurin osa hyodyllisistd funktioista on jollain tapaa yhdistettyja funktioita. Yhdistetty
funktio tarkoittaa funktiota, jonka sisélla on toinen funktio. Esimerkiksi funktio

flz)=V1+x

on yhdistetty funktio, koska se koostuu neli6juurifunktiosta, sekd funktiosta 1 + z. Yh-
distettya funktiota merkitddn g o f, jossa g on niinsanottu ulkofunktio ja f sisdfunktio.
Yhdistetyn funktion arvot lasketaan sisdkkiin:

go flx) =g(f(x)).
Y114 olleessa esimerkissi /1 + = nelidjuuri on ulkofunktio ja 1 + z sisdfunktio. Tavallisia
alkeisfunktioita ja polynomeja on helppo derivoida kaavalla, mutta monesti vastaan tulee
yhdistettyja funktioita, joille ei kaikille voi olla omaa kaavaansa. Téamén vuoksi yleinen
yvhdistetyn funktion derivointiséénté on usein erityisen kiyténnollinen.

Dg(f(x)) = g'(f())f'(z) (5)
Esimerkki 4. Derivoidaan funktio (2% + 3)3. Merkitdan g(r) = 23 ja f(z) = 2® + 3.
Derivoitavana néilld merkinnéilld on siis g o f. Kéyttden kaavaa (5) saadaan
Dg(fx)) =3(2* +3)*- D(2* +3) = 3(2* + 3)* - 22
Esimerkki 5. Derivoidaan funktio €3**~*. Nyt merkitian ulkofunktioa g(z) = e* ja
sisifunktiota f(r) = 322 — x. Derivoidaan funktio g o f yhdistetyn funktion kaavalla.
D = B, D(32* —z) = e (6 —1)

Téata yhdistetyn funktion derivaattaa kutsutaan itseasiassa derivoinnin ketjusddnndk-
si. Ketjusaantoa voi periaatteessa jatkaa vieldkin pidemmaélle. Esimerkiksi kolmen sisék-
kéisen funktion derivaatta voidaan laskea ketjusadnnolla:

Dh(g(f(x))) = h'(g(f(x))) - g'(f(2)) - ['(=).

4.3 Tulon ja osamaaran derivaatta

Usein tulee vastaan tilanteita, jolloin on tarpeen derivoida kahden erillisen funktion tuloa
tai osamaaraa. Néille 16ytyy myos omat derivoimissdantonsa. Tulon derivaatta lasketaan

D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)g (). (6)
Esimerkki 6. Derivoidaan tulonderivaatalla funktio z2e?*. Kaavan 6 merkinngissi funk-
tiona f on siis 22 ja funktiona g vastaavasti e2*. Kiyttien kaavaa saadaan

Dz?e® = 2re*” + x%e** - 2 = 2e* (2* + 1)
Osamaaran, eli jakolaskutoimituksen derivointiin on myo6s kaavansa.
pl@) _ [(@)g(x) — [(x)g'(x) 7)
g(x) g(x)?
Verrattuna tulon derivaattaan, on osamaérad derivoitaessa kiinnitettava huomiota siihen,
kummin péin funktiot ovat, silld miinusmerkki tulee vain toiselle termille.
Osamaéran derivaattoja voi itseasiassa laskea myos kdyttadmalla tulon derivaattaa ja

muuttamalla nimittdjan eksponentiksi —1. Tamaé saattaa toisinaan helpottaa derivaatan
laskemista, ja vastaavasti toisinaan ei.

Dg — D(fg). ®)




5 Funktion kulku ja aariarvot

Eras derivaatan merkittavimpid sovelluksia on funktion kulun tutkiminen. Derivaatan
merkki kertoo funktion muutosnopeuden suunnan, eli onko funktion arvo kasvamassa vai
vahenemassa milldkin hetkella. Jatkuva ja derivoituva funktio voi vaihtaa kulkusuuntaan-
sa ainoastaan derivaatan nollakohdissa.

5.1 Funktion kulku

Graafisesti tarkasteltuna funktion sanotaan olevan kasvava, jos sen kuvaaja kulkee va-
semmalta oikealle kuljettaessa ylospéin, eli funktion arvot kasvavat muuttujan arvojen
kasvaessa. Vastaavasti funktio on vdhenevd, jos funktion arvot pieneneviat muuttujan ar-
vojen kasvaessa, eli kuvaaja kulkee alaspéin. Jos funktio on tietylld lukuvalilla ainoastaan
kasvava tai ainoastaan viahenevé, sen sanotaan olevan monotoninen.

Tutkimalla derivaatan merkkid voidaan selvittda algebrallisesti, milloin funktio on
kasvava ja milloin vaheneva.

Maaritelma 5.1. Funktio f on lukuvalilla kasvava, jos f'(x) >= 0 koko vélilla.
Maaritelma 5.2. Funktio f on lukuvililld vihenevé, jos f'(x) <= 0 koko valilla.

Jos edella olevia méaaritelmia tarkastellaan erikoistapauksessa, kuten esimerkiksi va-
kiofunktion tapauksessa, tullaan sithen lopputulokseen, etté esimerkiksi vakiofunktio on
samaan aikaan seké kasvava ettd vahenevi. Néin ollen toisinaan tarvitaan hieman yksika-
sitteisempia termejé, eli kisitteita aidost: kasvava ja aidosti viheneva.

Maaritelma 5.3. Funktio f on lukuvililld aidosti kasvava, jos f'(x) >= 0 kaikkialla
lukuvalilla ja f’'(z) = 0 korkeintaan yksittaisissd erillisissd pisteissé.

Maaritelma 5.4. Funktio f on lukuvililla aidosti vihenevi, jos f'(z) <= 0 kaikkialla
lukuvalilld ja f’(z) = 0 korkeintaan yksittaisissd erillisissd pisteissé.

Téassé kohtaa herdd helposti kysymys, miksi derivaatan ei vaadita olemaan aidosti suu-
rempaa tai pienempéaéd kuin nolla, vaan sille sallitaan yksittéisia nollakohtia. Syy tdhén
on funktiolla mahdollisesti olevat terassikohdat, joissa funktion derivaatta saa hetkelli-
sesti arvon nolla, mutta kyseisen nolla kohdan molemmilla puolilla muutos on samaan
suuntaan.

Esimerkki 7. Milloin funktio f(z) = 22% — 3z on aidosti kasvava?

Etsitddn derivaatan nollakohdat, ja tutkitaan merkkikaavion avulla, milloin derivaatta
saa positiivisia arvoja.

fl(x) =4z =3, f'(x) =0, kun 4z —3=0< 2 =3/4

|z <3/4|2>3/4
fz) | - T
f@) |\ S

Néin ollen funktio on aidosti kasvava, kun x >= 0.
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Kuva 7: Kuvan funktio on aidosti kasvava vileilla [—oo, —2] ja [0, co| seké aidosti vihenevé
valilla [~2, 0].

5.2 Aariarvot

Kohtia joissa funktion kuvaajassa on huippu tai kuopan pohja kutsutaan funktion &a-
riarvoiksi. Adriarvot voivat olla siis joko maksimeja tai minimeji. Toisinaan kiinnostavaa
on tarkastella paikallisia, eli lokaaleja dériarvoja, mutta usein on tarpeen etsia funktion
suurimpia tai pienimpia arvoja, eli globaaleja dariarvoja.

|
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Kuva 8: Funktion dariarvot ovat kuvaajan huippuja tai pohjia. Naihin kohtiin piirretyt
tangentit ovat vaakasuoria, eli niiden kulmakerroin on 0. Molemmat kuvan &ariarvot ovat
vain lokaaleja, silla funktio saa muualla seké suurempia, ettd pienempié arvoja.

Jatkuvan funktion dariarvot loydetdén aina derivaatan nollakohdista, joten ratkaise-
malla yhtdlo f'(z) = 0 saadaan ratkaisuna &ériarvokohdat. Aériarvon laatu tulee tarkas-

10



taa erikseen madrittdmalld derivaattafunktion kulkukaavio. Jos funktio muuttuu vihene-
vasta kasvavaksi dariarvokohdassa, on kyseessd minimi ja jos funktio muuttuu kasvavasta
viaheneviksi on kyseessd maksimi. On myos mahdollista, ettd derivaatan nollakohdassa
ei ole aariarvoa. TAlloin on kyse niin sanotusta terassikohdasta (oululaisittain "patio-
paikka"), jolloin funktion derivaatta saa hetkellisesti arvon nolla, mutta funktio jatkaa
kulkuaan samaan suuntaan kuin ennen derivaatan nollakohtaa.

1 B

0.5 1

Kuva 9: Funktiolla f(z) = 2® on terassikohta kohdassa z = 0.

Funktion globaaleja maksimeja ja minimeja kutsutaan myos funktion suurimmiksi ja
pienimmiksi arvoiksi. Téalloin funktiolla on olemassa jokin suurin tai pienin arvo, suurem-
pia tai pienempié arvoja se ei saa missadn muualla. Osalla funktioista ei ole olemassa
suurinta tai pienintd arvoa, mutta tarkasteltaessa suljettua vélia, sellaiset voidaan aina
16ytaa.

Polynomifunktioille on olemassa yksinkertaiset sd&nnot, joilla voidaan tutkia onko
funktiolla olemassa suurin tai pienin arvo vai ei.

e Jos polynomin asteluku on pariton, silld ei ole suurinta tai pieninta arvoa.
e Jos polynomin asteluku on parillinen, sillad on suurin tai pienin arvo.

— Jos parillista astelukua olevan polynomin korkeimman asteen merkki on posi-
tiivinen, polynomilla on pienin arvo, mutta ei suurinta arvoa.

— Jos parillista astelukua olevan polynomin korkeimman asteen merkki on nega-
tiivinen, polynomilla on suurin arvo, mutta ei pieninta arvoa.

-4 3 2 1 0 1 2 3

=] 1

Kuva 10: Funktiolla e” ei ole suurinta eiké pieninté arvoa, silla kun x kasvaa positiivisella
akselilla, e” ldhestyy &ddretontd. Negatiivisella akselilla funktion arvot ldahestyvit nollaa
sitd kuitenkaan koskaan saavuttamatta.
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Trigonometrisista funktioista kosini ja sini saavat suurimmaksi arvokseen 1 ja pienim-
maksi arvokseen -1. Eksponenttifunktiolla e” ei ole suurinta eikd pieninté arvoa siitd huo-
limatta, ettd se ei koskaan saa negatiivisia arvoja. Funktion e* sanotaan olevan alhaalta
rajoitettu, silla se ei saa koskaan tiettyé arvoa pienempié arvoja. Yksittaista pieninta arvoa
sille ei kuitenkaan voi maarittaa, silld aina voidaan kulkea z-akselia hieman pidemmélle
vasempaan ja sieltd 16ytyy aina pienempia ja pienempié arvoja.

Usein varsinkin soveltavissa tehtéavissa tutkitaan jotain suljettua vilié, jolloin kaikilta
funktioilta voidaan 16ytaa suurin ja pienin arvo, kunhan ne on mééritelty kyseisella vélilla.
Funktion f suurimpien ja pienimpien arvojen 16ytdmiseen suljetulta véliltd [a, b] voidaan
kiyttad seuraavaa algoritmia:

1. Derivoi funktio

2. Maéarita derivaattafunktion f’ nollakohdat, seké mahdolliset kohdat, joissa derivaat-
taa ei ole méadritelty, ja valitse niista ne, jotka ovat valilla [a, b].

3. Laske funktion arvo valituissa derivaatan nollakohdissa seké vilin péatepisteissa ja
valitse saamistasi arvoista suurin ja pienin.

5.3 Soveltavia aariarvotehtavia

Funktioiden tutkimuksessa diriarvot ovat usein mielenkiinnon kohteena. A#riarvoja voi-
daan soveltaa optimointiin, eli etsitdén optimaalisin mahdollinen tapa kiyttaa esimerkiksi
rahaa tai materiaaleja. Soveltaviin tehtéviin on usein hankala antaa téaysin suoraviivaisia
ohjeita, mutta dariarvotehtavien ratkaiseminen etenee yleensa varsin selkedn kaavan mu-
kaan.

Tyypillisesti aariarvotehtavisséd pyydetéaédn etsimadn pienin tai suurin mahdollinen ar-
vo suljetulla valilld. Liséksi usein mukaan tulee jokin rajoittava tekija, niin sanottu reu-
naehto, joka mé#drid missi rajoissa suurin tai pienin arvo tulee etsii. Aériarvoja sovelle-
taan esimerkiksi jonkin kappaleen tai alueen alueen pinta-alan tai tilavuuden maksimoi-
miseksi, mutta periaatteessa sovellustehtavissé on vain mielikuvitus rajana. Maksimointi
ja minimointitehtaviin voi yrittda soveltaa seuraavanlaista sapluunaa:

1. Mieti tarkkaan mikéd on se suure, jonka dériarvoa etsitaan.

2. Muodosta funktio, joka kuvaa kyseisté suuretta. Téssd vaiheessa mukana on usein
enemman kuin yksi tuntematon.

3. Sovella reunaehtoa, ja sijoita sen avulla funktioon tuntematon muuttuja. Reunaeh-
toja taytyy 16ytda niin monta, ettd funktiosta saadaan yhden muuttujan funktio.

4. Derivoi funktio ja etsi derivaattafunktion nollakohdat.

5. Laske funktion arvo derivaatan nollakohdissa ja vilin padtepisteissd. Valitse suurin
ja pienin arvo.

Sovelletaan edellista rakennetta esimerkkiin.

Esimerkki 8. Joen rantaan rakennettavan suorakulmion muotoisen aitauksen kolmeen
sivuun on kaytettdvissd 36 metria aitaa. Kuinka aitauksen mitat tulee valita, jotta sen
pinta-ala olisi mahdollisimman suuri?

Ratkaisu: Edellisen listan kohtien mukaan:
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1. Tehtavina on maksimoida suorakulmion pinta-ala.

2. Suorakulmion pinta-ala lasketaan kanta kertaa korkeus. Merkitddn kantaa x:ll& ja
korkeutta y:114, jolloin pinta-alafunktio on A = zy.

X

3. Reunaehtona on, ettd aitaa on kiytettavissd 36 metrid. Tuo 36 metrid koostuu yh-
destd kannasta ja kahdesta korkeudesta, joten tastd saadaan yhtalo: x + 2y = 36.
Yhtélosta voi ratkaista kumman tahansa muuttujan. Ratkaistaan =z = 36 — 2y ja
sijoitetaan se pinta-alan lausekkeeseen. Nyt pinta-ala on endé y:n funktio:

Aly) = (36 — 2y)y = —2y° + 36y

4. Pinta-alan derivaatta on
Al(y) = —4y + 36,

jonka ainoa nollakohta on
36

5. Mahdolliset y: arvojen &ddripadat ovat 0 ja 36 metrié, jotka ovat samalla vilin paa-
tepisteet. Paatepisteilla suorakulmion pinta-ala on nolla, joten suurin pinta-ala on
derivaatan nollakohdassa y = 9. Télléin x = 36 — 2% 9 = 18.

Vastaus: Suorakulmion joen suuntainen pituus on 18 metria ja lyhyemmét sivut 9 metrié.

6 Matemaattisia malleja

Matemaattisella mallintamisella tarkoitetaan matemaattisen lausekkeen etsimista kuvaa-
maan jotain ilmioa. Lausekkeen etsimiseen voidaan kayttaéd esimerkiksi havaintopisteité,
joihin voidaan sovittaa funktio. Toinen vaihtoehto on kiyttda jotain tietoa, kuten kasvu-
tai vihenemsprosenttia ja muodostaa lauseke sen perusteella. Usein kiyttokelpoinen ja yk-
sinkertainen malli on lineaarinen malli, jossa ilmita kuvaa suoran yhtals. Téllaisen ilmion
kuvaamiseen riittdd kaksi havaintopistettd, joiden kautta suora voidaan piirtd. Useam-
man pisteen joukkoon voidaan muodostaa suora kiyttamalld esimerkiksi pienimmén ne-
liGsumman menetelméé. Suorat ovat derivoinnin kannalta hieman tylsié, joten seuraavak-
si paneudutaan hieman mielenkiintoisempiin malleihin. Yksinkertaiset funktiot harvoin
kuvaavat hyvin monimutkaisia prosesseja, mutta tiettyihin tilanteisiin esimerkiksi ekspo-
nenttifunktio sopii erinomaisesti.
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6.1 Eksponenttifunktio matemaattisena mallina

Jos ilmion tai asian muutosnopeus riippuu asian senhetkisestd madrésta, voidaan ilmic-
td kuvata eksponenttifunktiolla. Tyypillisia esimerkkejd eksponentiaalisesta kasvusta on
esimerkiksi tilille maksettava korko tai elidlajien lisédntyminen. Tavallisimmat esimer-
kit eksponentiaalisesta vahenemisesté ovat radioaktiivinen hajoaminen, lainan maksu ja
lddkeaineen pitoisuus kehossa.

Eksponentiaalista kasvua kidytetddn puhekielesséa usein synonyyminé erittdin nopealle
kasvulle, mutta todellisuudessa eksponentiaalinen kasvu tai viheneminen voi olla myo6s
varsin hidasta. Kasvu riippuu muutoskertoimesta ja siité, kauanko kasvu jatkuu. Eks-
ponentiaalinen kasvu nimittain kiihtyy ajan my6td, minka vuoksi kasvu usein on hyvin
nopeaa. Vastaavasti eksponentiaalinen viheneminen hidastuu ajan myota. Téma aiheut-
taa esimerkiksi sen, ettd radioaktiivinen jéte pysyy hieman aktiivisena erittdin pitkadén,
vaikka voimakkain aktiivisuus katoaakin hyvin nopeasti.

IIY

<2000

50x
H™3

PP -250

Kuva 11: Kahta suuremmat kantaluvut johtavat hyvin nopeaan eksponentiaaliseen kas-
vuun (vihred). Lineaarinen kasvu (punainen) jai lopulta aina eksponentiaalisen ja kuu-
tiollisen (sininen) jalkoihin. Eksponentiaalinen kasvu ohittaa lopulta my6s minké tahansa
polynomisen (esim. kuutiollinen) kasvun. Mitd kauemmin kasvu jatkuu, sitd suuremmaksi
ero kay.

Yksinkertaiset eksponenttifunktiot toimivat mallina kiytdnnossé aina samalla tavalla.
Suureen méaraa kuvaava yhtalo on muotoa

A= Agk®, 9)

misséd A on suureen uusi méara, Ay alkuperdinen mééra, k& muutoskerroin ja  muutos-
kertojen lukumaéra. Usein kasvu riippuu ajasta, jolloin muuttujana kaytetdan x:n tilalla
t:ta.

14



Esimerkki 9. Tilille talletetaan 5000 euroa ja sille maksetaan 1,5% vuosittaista korkoa.
Kun tilille ei tehd& muita siirtoja tai nostoja, silla olevan rahan méarad A kuvaa yhtélo

A =5000- 1,015,
missé ¢ on talletuksesta kulunut aika vuosina.

Muutoskerroin voidaan maarittaé, jos tiedetddn montako prosenttia muutos on kulla-
kin muutoskerralla. Muutoskerroin saadaan vastaamalla kysymykseen milla luvulla luku
pitda kertoa, jotta se vihenee p prosenttia tai kasvaa p prosenttia. Jos luku a kasvaa p%
se tarkoittaa, ettd uusi luku on a + $sa = (1 + 55)a, eli muutoskerroin on 1+ ;5. Toisin
sanoen muutoskerroin saadaan siis muuttamalla prosenttiluku desimaaliluvuksi ja lisédéa-
malld se ykkoseen. Vastaavasti jos luku vahenee p% saadaan muutoskerroin muuttamalla

p desimaaliluvuksi ja vahentdmalla se ykkosesté.

Esimerkki 10. Edellisen esimerkin tilille maksettiin korkoa 1,5 %. Talloin uusi tilin saldo

lasketaan kertomalla vanha saldo luvulla 1 + % =1,015.

Esimerkki 11. Vaateliike asetti erdn vaatteita 30% alennukseen. Talloin uusi hinta las-

ketaan kertomalla vanha hinta luvulla 1 — % =0,7.

Koska eksponentiaalisessa muutoksessa muutosnopeus riippuu méaéréasta, on muutos-
kerroin mahdollista méarittdd myos jos tunnetaan montako muutoskertaa tarvitaan esi-
merkiksi arvon puolittumiseen tai kaksinkertaistumiseen. T&ll6in voidaan hyddyntéaa yh-
taloa (9) ja laskea k kun tunnetaan uusi arvo, alkuperéinen arvo ja muutoskertojen luku-
MAAr.

Esimerkki 12. Niin sanotun radiojodin eli jodin isotoopin 131 puoliintumisaika 77/, =
8,07 paivad. Selvitetddn montako prosenttia jodista hajoaa paivéissid. Merkitddan jodin
madrad suureella A. Jodin maéadra puolittuu puoliintumisajassa, joten muutoskerroin k
voidaan ratkaista yhtalosta A = Agk!

A= Akt

1

§A0 - Aok/‘Tl/Q

1

- ]{78’07

2

k= *%/0,5=0,91769348 ~ 0,918

Eli jodin maaraa kuvaavaan eksponenttiyhtaloon saadaan muutoskertoimeksi 0,918 kun
muutosten lukumééra ilmoitetaan péiviné.

6.2 Polynomifunktio mallina

Kun polynomin astelukua kasvatetaan, voidaan silla approksimoida mitd tahansa funk-
tiota. Niinpa polynomin sovittaminen pistejoukkoon on erds suositut tapa etsid mate-
maattista mallia, vaikka mitdén selkedd perustetta tietynlaisen kiyttaytymisen arvioimi-
seen ei ole. Téllaista menetelméa kutsutaan sarjakehitelméksi. Toisinaan polynomifunktio
saattaa kuvata ilmicté sellaisenaankin. Tésté esimerkkinéd toimii mm. tasaisesti kiihtyvan
liikkkeen kuvaus.
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6.2.1 Tasainen ja tasaisesti kiihtyva liike

Fysiikka on ala, joka perustuu tédné paivané ldhes kokonaan matemaattiseen mallintami-
seen. Eras ensimmaisid malleja jotka tulevat vastaan ovat mallit tasaiselle ja tasaisesti
kiihtyvélle liikkeelle. Suureet matka, nopeus ja kiihtyvyys liittyvét toisiinsa tiukasti deri-
vaatan kautta.

Tasaisessa liikkeessd kappaleen, esimerkiksi auton tai junan, nopeus pysyy vakiona.
Vakionopeus tarkoittaa sité, ettd kappaleen paikka muuttuu jokaisena saman mittaisena
aikavalind saman verran. Néin ollen kappaleen paikan muutosnopeus, eli derivaatta, on
vakiofunktio, ja kuten arvata saattaa paikan derivaatta on kappaleen nopeus.

Vastaavasti kappaleen nopeuden muutosta kuvaava suure on kiihtyyvys. Kun nopeus
muuttuu tasaisesti, on sen muutosta kuvaava funktio vakio, eli kappaleen kiihtyvyys on
vakio. Kiihtyvyys saadaan nopeuden derivaatasta. Fysiikassa nopeus maéaritetdan usein
paikan kuvaajasta ja kiihtyvyys nopeuden kuvaajasta graafisesti derivoimalla, mutta mi-
kéli lausekkeet tunnetaan tarkasti, voidaan derivointi suorittaa yhtélailla analyyttisesti.
Koska nopeus on paikan derivaatta ja kiihtyvyys nopeuden, on kiihtyvyys talléin paikan
toinen derivaatta ajan suhteen.

v(t) = 2'(¢)
a(t) ='(t) = 2" (¢)

Tasaisessa nopeudessa kappaleen nopeus on vakio, joten kappaleen paikkaa kuvaava
lauseke on ensimméisen asteen polynomi (huom! muuttujana ¢).

(10)

x(t) = xo + vt.

Termi xg kuvaa ldhtopaikkaa, ja se on matemaattisesti niin sanottu integroimisvakio, silla
nopeuden ollessa paikan derivaatta, on paikka talléin nopeuden integraalifunktio, mutta
sithen paneuduttakoon tarkemmin muilla kursseilla.

Tasaisesti kiihtyvassa liikkeessa kappaleen nopeuden derivaatta on vakio, eli vastaa-
vasti nopeutta kuvaava lauseke on ensimmaéisen asteen polynomi

v(t) = vy + at.

Integroimalla téata lauseketta edelleen saadaan paikalle lauseke

1
z(t) = zo + vot + §at2.

Osoitetaan derivoimalla tdmén paikkansapitdvyys, integroimisen ollessa tdmén kurssin
tahtdimen ulkopuolella.

1
z(t) = xo + vot + §at2

1
v(t) = 2'(t) :v0+2-§at:vo+at
a(t) = 2"(t) = a.

Tasaisen liikkeen malli ajan suhteen on ensimmaisen asteen polynomi ja tasaisesti
muuttuvan liikkeen malli toisen asteen polynomi. Molemmat mallit toimivat silla oletuk-
sella, etté liitke on tédydellisen tasaista tai tasaisesti kiihtyvéé, mikd on todellisessa maa-
ilmassa varsin hankala toteuttaa. Mallit toimivat kuitenkin hyvin usein riittavalla tark-
kuudella ja niitd kdytetdan paljon, koska monimutkaisemmat mallit vaativat paljon lisaa
tietoa tarkasteltavasta systeemista.
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6.2.2 Taylorin polynomi

Kéytannon laskuja varten monet funktiot ovat monimutkaisia. Esimerkiksi trigonomet-
risten funktioiden arvojen laskeminen laskimella ei ole kovin yksinkertaista, silla laskimet
ja tietokoneet perustuvat ykkosten ja nollien késittelyyn. Tatad varten monia funktioita
approksimoidaan usein sarjakehitelmalld, mikd mahdollistaa arvojen laskemisen pelkkaa
kerto- ja yhteenlaskua kiyttden. Sarjakehitelméssé pyritdan muodostamaan polynomi, jo-
ka on mahdollisimman samanmuotoinen kuin tarkasteltavana oleva funktio. Periaattees-
sa polynomilla voidaan approksimoida funktiota darettoméan tarkasti, mutta kdytéannossa
kiytettavissa oleva laskentateho rajoittaa laskun tarkkuutta.

Tyypillinen approksimaatio on niin sanottu Taylorin polynomi. Taylorin polynomi

muodostetaan kaavalla -
— ["(a n
f) =3 Wy (1)
n=0

Talloin sanotaan Taylorin polynomin olevan kehitetty kohdan x = a ympéaristossa. Ylei-
simmin vastaan tulee erikoistapaus jossa a = 0. Tata kutsutaan Maclaurinin polynomiksi
ja se on siis muotota

n.

>, fn)
fy =Y 0 (12)

Esimerkki 13. Muutamien funktioiden Maclaurinin polynomien ensimmaisia termeja:

. 3 5 7

) Smx:a:—g—!jt%—%%—...
2 4 6

° Cosle—%+%—%+...

:EQ x3
° ex:l—i-x—l—?—i-g—i-...

7 Useamman muuttujan funktiot

Kun funktion arvot riippuvat useammasta kuin yhdestd muuttujasta, on niiden kayttéy-
tymisen hahmottaminen haastavampaa. Muutosnopeutta ei voi selvittaa yksikasitteisesti,
vaan se tulee tarkastella jokaisen muuttujan suhteen erikseen. Otetaan kidyttoon niin sa-
nottu osittaisderivaatta. Osittaisderivaatan avulla tutkitaan, miten useamman muuttujan
funktion arvot muuttuvat tietyn muututujan arvojen muuttuessa.

Teknisesti osittaisderivointi ei eroa mitenkdén tavallisesta derivoinnista, silla derivointi
suoritetaan aina vain yhden muuttujan suhteen muita pidettiessa talloin vakiona. Kaik-
kien muuttujien luonne on kuitenkin syytéa pitda aina mielessé. Osittaisderivaattaa merki-
tddn symbolilla 0 ja koska muuttujia on useampia, on tapana kiyttaé Leibnizin merkintaéd

d

ja merkité esimerkiksi osittaisderivaatta z:n suhteen .

Esimerkki 14. Olkoon funktio f(z,y) = z*y — zy3. Télléin funktion osittaisderivaatta
x:n suhteen on

0
5. (@y) =2y =y
ja vastaavasti y:n suhteen

a%f(ﬂf, y) = z* — 3zy’.

Yhden muuttujan funktiot voidaan esittdé kaksiulotteisessa koordinaatistossa, mutta
kahden muuttujan funktioille tarvitaan funktion arvolle kolmas ulottuvuus.

17



Kuva 12: Kahden muuttujan funktion f(z,y) = 0,1z% + 0, 1y* kuvaaja on symmetrisen
kulhon muotoinen.

7.1 Gradientti

Tyypillisen derivaatan vastine useampiulotteisessa tapauksessa on gradientti. Vastaavalla
tavalla kuin derivaatta kuvaa kayran jyrkkyytta, eli tangentin kulmakerrointa, gradientti
kuvaa edelleen pinnan jyrkkyyttd. Ero perinteiseen derivaattaan on se, ettd gradientti
sisaltdd tiedon myos suunnasta, johon funktion arvot muuttuvat nopeimmin. Suunnan
tullessa peliin mukaan onkin jo selvaé, ettd gradientti on itseasiassa vektori, joka osoittaa
pinnan nopeimman muutoksen suuntaan.

Erés havainnollinen esimerkki on vuori, jonka korkeus pisteessé (x, y) madraytyy funk-
tiosta h(z,y). Talloin gradienttivektori tietyssa pisteessé osoittaa jyrkimmén rinteen suun-
nan. Vektorin pituus kertoo kuinka jyrkka rinne kyseisessa kohdassa on. Gradienttia mer-
kitdan kdyttaméalld nabla-symbolia V. Funktion h gradientti merkittéisiin siis Vh(z,y).

Kolmen muuttujan funktion f(z,y, z) gradientti voidaan laskea osittaisderivaattojen

avulla kaavalla
of . Of~ Of i

Vix,y, z2) = %Ha—yﬁ@ (13)

Jos funktio riippuu vain kahdesta muuttujasta, voidaan viimeinen termi vain jattaa pois.

Esimerkki 15. Tarkastellaan vuorta, joka on kutakuinkin funktion h(z) = —z* + 2° +
xy + 3y* — y* + 3 muotoinen (kts. kuva 13). Olkoon koordinaatiston yksikko kilometri.
Selvitetddn gradientin avulla, mikd on vuoren jyrkkyys koordinaatiston pisteissa (1,1) ja
(-1,-1).

Lasketaan ensin funktion osittaisderivaatat molempien muuttujien suhteen:

é%h(x, y) = —42® + 32% +y
(%h(a:, y) = x + 6y — 4y°

Muodostetaan ndiden avulla gradienttivektori kaavan (7.1) mukaisesti:
Vh(z,y) = (—42® + 32* + )i + (x + 6y — 49°);

Rinteen jyrkkyys voidaan siis méarittad missa tahansa pisteessa sijoittamalla pisteen koor-
dinaatit ylla olevaan vektoriin.
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Kuva 13: Funktion h(z) = —2*+ 23 +2y+3y* —y* + 3 kuvaaja muistuttaa kaksihuippuista
vuorta.

Nyt gradienttivektorit pyydeytissa pisteissd ovat

Vh(l,1) = (=4 +3+1)i+(1+6—4)] =3
Vh(=1,-1)=(4+3—1)i4+ (-1 —-6+4)] =61 — 3

Ylemmaén vektorin pituus on tietysti 3, ja alemman vektorin pituudeksi saadaan /62 + (—3)% =
V45 ~ 6,7. Rinne on siis tuplasti jyrkempi toisella puolella.

Useamman muuttujan funktiota f : R™ — R kutsutaan yleisesti skalaarikentédksi. Esi-
merkiksi huoneen ldmpétilaa voidaan kuvata skalaarikentélla, eli funktiolla T'(x,y, z), jo-
ka liittaa jokaiseen huoneen koordinaattiin kyseisen pisteen lampotilan. Gradientin avulla
voidaan tarkastella, missa kohdassa lampdvirta on suurin. Vastaavalla tavalla voidaan k&-
sitelld esimerkiksi painetta ja kosteutta. Skalaari- ja vektorikentét ovatkin paljon kiytossa
mm. meteorologiassa.

7.2 Suunnattu derivaatta

Gradientti kertoo meille mihin suuntaan funktion arvot muuttuvat kaikkein eniten, ja li-
sdksi kuinka nopeasti ne muuttuvat tdhan kyseiseen suuntaan. Toisinaan voi olla mielen-
kiintoisempaa tutkia milld nopeudella funktion arvot muuttuvat tiettyyn suuntaan kuljet-
taessa. Talloin tarvitaan suunnattua derivaattaa, joka voidaan laskea gradientin avulla.
Suunnatulla derivaatalla ei ole tdysin vakiintunutta merkintdd, mutta usein kiytetdan
merkintoja
Def =7 é

jotka tarkoittavat funktion f derivaattaa yksikkdvektorin € suunnassa. Suunnattu deri-
vaatta saadaan gradientin avulla laskemalla:

_Déf — Vf . é,
missé - tarkoittaa pistetuloa.
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Esimerkki 16. Lasketaan funktion f(z,y) = 2 + zy suunnattu derivaatta kohdassa
(2,3) suuntaan v = i + 2.
Muodostetaan gradienttivektori

of~ Of«
Vf(z,y) = a_iz + a—ij

Vi(z,y) =2z +y)i+xj
V£(2,3)=Ti+2)

Seuraavaksi tarivtaan vektorin ¢ + 2j suuntainen yksikkovektori, joka saadaan jaka-
malla vektori pituudellaan.

T i+ 2j 1. 2.

v V12 422 5 V5

Nyt voimme laskea suunnatun derivaatan

Dsf(2,3) = Vf(2,3) -0 =
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