Determinantti ja tason yhtalot

Tapio Hansson

Determinantti

Determinantti on vektori- ja mychemmin mat-
riisialgebran kéiteva tyokalu. Vektorilaskennas-
sa sen avulla voidaan laskea esimerkiksi risti-
tuloja ja tason parametrimuotoisia yhtaloité.

Determinanttia kannattaa ajatella merkin-
tana, joka tiivistda pitkdn lausekkeen. 2 x 2-
determinantti maaritellaan:
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‘ = ad — bc. (1)
Yhtdlo (1) saattaa néyttaa yksinkertaiselta,
mutta kun determinanttiin tulee lisdé rivejé,
pitenee lauseke jo huomattavasti. Yleisimmin
tarvittujen 3 x 3-determinanttien laskemiseen
tarvitaan nimittdin 2 x 2-kokoisia alidetermi-
nantteja:
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Kokonaan avattuna kolmirivinen determinant-
t1 on siis
a b c

d e fl=aei—afh—0bdi+bfg+ cdh— ceg.
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Nelirivisiin determinantteihin tarvittaisiin vas-
taavasti kolmirivisié alideterminantteja ja niin
edelleen. Suurten determinanttien laskemiseen
kiytetadnkin yleensa tietokonetta.

Suoran yhtalot

Suoran parametrimuotoinen yhtéalé saadaan
kun tunnetaan yksi suoran piste A =
(z1,71,21) ja suuntavektori o = ai + bj + ck.
Talléin se on muotoa

OP = OA + tv. (3)

Tama vektorimuotoinen yhtalo pitda sisallaan
kolmen komponenttiyhtalon ryhmén:
r=x1 +at
y =1y + bt

z =2z +ct.

(4)

Vektoriyhtdlot ovatkin yleinen tapa tiivistaa
suuria yhtaloryhmia yhdeksi vektoriyhtaloksi.

Esimerkki 1. Olkoon suoran piste (1,2, 3) ja
suuntavektori 4i + 57 + 6k. Talloin piste on
suoralla jos sen koordinaatit (x,y,z) toteuttavat
yhtaloryhman

r=1+44t
y=2+5t
z =3+ 06t t e R.

Tason yhtalo

Tason parametrimuotoinen yhtaloé on

OP = AP + tu + sv. (5)

Eli piste P on tasossa, jos se toteuttaa ylla ole-
van yhtélon, joka riippuu kahdesta paramet-
rista s ja ¢t (vrt. suoran tapauksessa yhdesta
parametrista). Talloin tasosta tunnetaan piste
A(x1,11, 21) ja suuntavektorit §; = ari+bij +
01];’ ja Sg = GQ% + ij + CQ]AC.

Toinen tapa kirjoittaa tason yhtélo on deter-
minantin avulla. Eli piste P(x,y,z) on tasossa
jos ja vain jos:
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Esimerkki 2. Olkoon tason piste (1,2,3) ja
suuntavektorit 4i + 55 + 6k ja 7i + 85 + 9k.
T&lloin tason yhtélo on

r—1 y—2 z—-3
4 5 6
7 8 9

=0.
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3@ —1)+6(y—2)—3(z—3)=0 A
3r — 6y + 32 =0.

Koska suuntavektorit voidaan maéaarittaa
tunnettujen pisteiden avulla, voidaan yhtdlo g
maarata determinantin avulla myos kun tun-
netaan kolme pistetté. Olkoot tason kolme pis-

tettd (z1,91,21), (22,92, 22) ja (z3,ys, z3) til-

16in yhtélo on: 6.

r—r Y-y zz—=2
To—x1 Yo—y1 22— 21| =0. (7)

T3 — T2 Y3 — Y1 Z3— 21 7.

Esimerkki 3. Olkoot kolme pistetta (1,2, 3),
(4,5,6) ja (7,8,9). Yritetdan méadrittda tason
yhtélo nédiden pisteiden kautta:

r—1 y—2 2—-3
4-1 5-2 6-3/=0
7-1 8-2 9-3
3 3 3 3 3 3
6 6‘<x_1)_’6 6'@_2)_’6 6

0=0,

(z—3)=0

Yhtaloa ei muodostu, joten pisteet eivat méa-
raa tasoa.

Tason yhtélolle voidaan kirjoittaa myos pa-
rametrimuoto. Kayttamalla aiemmin méaritel-
tyd tunnettua pistettd A ja suuntavektoreita $;
ja $y saadaan parametrimuoto vektoriyhtalon
komponenteista:

T =21+ sap + tas
Yy = y1 + sby + thy (8)
z=2z1+sc +tcy s,t e R.

Tehtavia

1. Laske determinantti:
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2. Suora kulkee pisteen A(—1,2, —3) kautta
ja suuntavektorina silld on 20—2j5+k. Maa-
ritd suoralle parametrimuotoinen yhtalo.

b

Maarita tason yhtalo, joka kulkee pistei-
den (—2,2,3), (6,7, —1) ja (2,3,2).

. Onko piste P(10, —4, —1) tasolla, joka kul-

kee pisteiden A(2,—2,3), B(—1,2,—4) ja
C(1,3,6) kautta?

. Miksi esimerkissad 3 tasolle ei muodostu

yhtéloa, vaikka kaytossd on kolme pistet-
ta?

Olkoon tason piste A(1,0,4) ja suuntavek-
torit s = ¢ + 4k ja so = —21 + 35. Muo-
dosta tasolle parametriyhtalo.

Tason parametriyhtalo on

r =2+ 2t
y=>55+s—t
z = —2— 3s.

Maardaa tasolle tunnettu piste ja kaksi
suuntavektoria.



